النهايات والأتصال 


ه مفدمة إيجاد النهاية تعدير النهاية عدديا وبياذيا 
٠‏ ذهاية دالة عند نهطة جبريا. 

٠‏ نظرية ( > ) القانون. 

٠‏ ذهاية دالة عند اللانهاية 

ذهاية الدوال المثلثية 

٠‏ بجحث وجود ذهاية للدالة المعرفة بأكثر من قاعدة 


الكميات المعينة وغير المعينة وغير المعرفة 


(۱)مفاهیم ورموز وتمهیدات 

بح =مجموعة الأعداد الحقيقية = ] - هه »> [٠‏ 

ح = مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة = ] ٠‏ › »[ 

ح - =مجموعة الأعداد الحقيقية السالية = ]م › [١‏ 

%% أنواع الكميات : 

١ (‏ ) الكمية المعينة :هی الكمية التی لھا جواب محدد مثل : ۲ - ×٩) ٥‏ ۸ › ۷ب٤‏ 
١ (‏ ) الكمية غير المعرفة : هى الكمية التى لا معنى لها مش : !__ >£ 


)۲( الرمزان ص »- ص 
o3‏ 
الرمز 0 یرمز لای کمیه تکون اکبر من ای عدد حقیقی موجب یمکن إدراکه 


يرمز لأى كمي تکون أصغر من ی عدد حقیقی سالب يمكن إدراکه 


oo—=}P +o -— ْ 


#ه الرمز - مه 
إذا كان :" دح فإن: +± م رت م 


= DD Xo < 

كمية غير معينة عندما "= . 

۰ ۰ > ( عندما‎ E 
٠.< م عدما‎ = } xo0 


منځرګ توجېه الرباضباے (۱( إعراد ٣‏ /عاول 2 ل 


١ (‏ ) الكمية الغير المعينة : هى الكمية التى لا نستطيع أن نجد لها جواباً محدداً حيث يكون 
لها عدد لا نهائى من الحلول مثل : ب " كمية غير معينة " 


® 
* يوجد عدد لا نهائى من الأعداد الحقيقية إذا ضربت فى صفر كان الناتج = صفراً 


) ف صفر = أى عدد ( غير معينة‎ ٠ = ای اعدد‎ × ۰ eo 
صفر‎ 
) أى عدد ( غير معینة‎ = ّ 6 o € 0ه × اى‎ 2 
OO 
) مہ + ای عدد = َة - 0ه = أی عدد ( غير معينة‎ 
) ای عدد = ص ۰ ×= أی علد ( غير معينة‎ 
® OO 
EF العامل الصفرى ؛‎ 


إذا كانت د دالة فى المتغير س على صوزة كثيرة حدود من درجة ن وكانت 

e 
د ( ' ) = ۰ حيتت د ج فان المقدار»( س - ) يسمى العامل الصفرى للداله ل‎ 
بدون باق‎ )  - وهذا يعنى أن : د ( س ) يقبل القسمة على ( س‎ 


أى أن : د ( س ) = ( س - ) × كثيرة حدود أخرى 


2 مفهوم الرمز " + " فى النهايات : 
س س 


إذا تصورنا أن س نقطة تتحرك على خط الأعداد ر sS‏ 
فان موضعها عند كل نقطة أثناء حركتها يعين عدداً حقيقياً ما . 
قیل أن س تقترب من العدد ۲ من خلال قيم أكبر قليلاً من العدد ۲ تقترب ۲ من اليمي 
أ» قیل أن س تقترب من العدد ۲ من خلال قيم أصغر قليلاً من العدد ١‏ تقترب ۲ من اليسار 
وإذا أقتربت س من العدد ۲ من جهة اليمين ومن اليسار قيل إن س تقترب "من العدد ۲ 


ونعبر عن ذلك رمزياً بالصورة : سے ۲ 


مننړګ توجبه الرباضبات ( ۲( إعراو /عال 1 


ا كر التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١١‏ 


تقدیر النهاية عددياً وبيانياً 


۱ٗ" 
= 


اذا أردنا إيجاد قيمة الدالة د : دس( کک — عند س = ۱ 


0 ۲ 

بالتعويض عن قيمة س = Tn ١‏ 4 كمية غير معبنة 

۱-۱ صفر 

ولذلك نلجأ إلى دراسة نهاية د(س) عندما س تقترب إلى العدد )١(‏ 

[1] الطريقة العدادية 
® 

٠‏ س تفتربا جدارمن (۱) من الیمین سے | ٠/٠۳٠‏ جس تقترب جداً من )١(‏ من اليسار 
EIEICIESEOEKSDI KI IIS‏ 
SMOSH‏ 


مې ٣ه‏ 


د(س) تقترب جداً مڻ )٩(‏ من اليمين س ج د(س) تقترب جداً من (۲) من اليسار 
® 
وهذة الطريقة تسمى ميو يح = ۲ 


وتقراً : نهاية د(س) عندما تقترب س من ١‏ تساوى !۲ 
تعريف : 3 
إذا كانت قيمة الدالة د تقترب من قيمة وحيدة (ل) عندما تقترب س من ٠‏ من جهتى 


اليمين واليسار فان نهابة د(س) تساوى (ل) وتكتب رمزيا ea‏ د(س) = ل 


[۲] تقدير النهاية بيانيا 


e E 
 )١ + (س‎ )١ - 
)١ + د(س) = = (س‎ 


ومن الرسم نجد أن د (س) !=١+١=‏ 
عندما : س سه ١‏ من اليمين واليسار 
فان د(رس) سه ۲ من فوق وتحت 


فیکون :نهادس) > ۲ 
س سه 


منئړک وجبه الرباضبات ( (٣‏ 


مثفاال : قدر نهاية الدالة د(س) عندما س ے ۱ 


متا ال : قدر نهاية الدالة اإس) عند النقط المبينة 


ا 


د([س) ص 


۷ 
e ا‎ 


ليس من الضرورى أن قيمة الدالة 
تساوى قيمة النهاية 


مث٣ال‏ : من الشكل البيانى المقابل 


© تھا1 -س) = ' 


© د(صفر) = ۲ 


| 
د(س) = ۲ - س" 


مننړک توجبه الرپاضبات )٤(‏ إعراد لعل لے 


ام كر التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفص الدراسى الأول ٠١ ١‏ 
مث؛٤‏ ال : من الشكل البيانى المقابل ِ 
©( )= © د(۲) غير معرفة 


® , ً 
@ نه اد (س) = عير موجودة 
سل کے ` 


0 ا 


مثه-ال: أكمل الجذؤال الآتى وأستنتج نه - 
€ س (س - ۲) 


س | 1۹ | 1,7 19 | | I (N‏ 
د(س) | ۹ | ٢ | 2,٩٩‏ | ا اك | ا 


د(س) ے (س )٤-‏ غیر مع عا سے ۱ 


u 


(س - ۲) 7 0 

_ - ۲ +( _ 
دس = ا = س + )٢‏ 
ومن الرسم نجد ان د (س) ٤=۲+۲=‏ 
علدما ۰ س سه ۲ من اليمين واليسار 


2 
فان د(س ٤‏ من فوق وتحت £ 
بن درس) سے GSE EEBES‏ 


El a 1 
MRS = فيكون : نها د(س)‎ 


منئرک وجبه الرباضبات (°) إعراد | e‏ 


ا كرذ التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 


نارين 
قذر نهاية الدالة د(س) عند النقط المبينة 
د(س) SEA O‏ د(س) 
س ے ‏ 


© د(۰) 
)"( 


قذر نهاية الدالة د(س) علد س 


منئډک توجبه الرباضبات 


(°) باستخدام الحاسبة قذر نهاية الدوال الآتية 


© نها( ۳س-١)‏ © نهاا(س' +۲) 
e‏ و س > ١‏ ۲ 
4 (س - ۱) © : (س - ٤س )٣+‏ 
5 س سے ۱ (س - ۱( س سے ۲٣‏ ( س - ۳) 


نهاية دالة عند نقطة 
ھ 


® ا ا 
س س ۱ ° نلع س = ١‏ + ه حيث عندما س + ۱ فان ھ سے ۰ 


د ( س ) = AYT+V\=t+AT +1 =1 ۳ (4+ ١1۱(۲‏ 
د (س) o‏ ۷ ندا چېھ ۱ 
أی أن نهاية الدالة د( س ) تساو ۷ عندما س توول إلى ١‏ 
ويعبر عن ذلك بالصورة : نها ( ٣س‏ + ٤‏ ) = ۷ 
ملاحظة : فى المثال السابق نحصل على نفس النتيجة بالتعويض المباشر 


* إذا كانت د ( س ) كثيرة حدود فی المتغیر س فان : نوی د (س ) = د (۲) 
فمثلا :ن کا( ۳ س + ٤‏ ) = د(۳ )=۳ × ۳ ٣ =٤‏ 

نتيجة : نهاية الدالة الثابتة : إذا كانت د (س ) = لك حیث لم ثابت 
فإن : ناد : (س )> ل 

فمثلا : د (س ) = e ٤‏ 


منئدک وجه الرباضبات (١)‏ اعدا ۴ عاو 


ا كر التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 


نظرية ( ۲ ) _: إذا كانت د › ص دالتين فى المتغير س 
وکانت :د (س ) دل . م (س )= ۴۲ فان : 
١ (‏ )ن ھا| د( س )+ ( س ) ]= نھاد (س )+ نھاسم(س ) 
س ` س ب | س بے ل 


= ل C+‏ 
أى أن : نهاية'المجموع الجبرى لدالتين ( أو أكثر ) = المجموع الجبرى لنهايتيهما 


® 
p-4 (۲ (‏ د یں ( م (س) ]= اد( * م م( س ) 


(x Ûj= N 
) أى أن : نهاية حاصل ضربدالتين ( أو أكثر ) = حاصل ضرب نهايتيهما ( النهايات‎ 


( ۳ ۲ )نهال ×د(س) < نهاد (س )=ل × ل حیث ل ثابت 
أى لهاية حاصل ضر ل #الة = الثابت × نهاية هذه الدالة 


د ( س ) نویا د لچ ) ل 
٤(‏ )نها = الد = _ حبت : م ⁄ صدفر 
س + سم (س) نها م (س ) 5 
ی ان : 


نهاية خارج قسمة دالتين = خارج قسمة نهايتيهما حيث»: نهاية المقسوم عليه < صفر 


لإيجاد: نها د (س) نوجد د ( ١‏ ) بالتعويض المباشر فإذا كان الناتج : 
س س 


| - عدداً حقيقياً فان نهاية الدالة عند س = ٠‏ هى هذا القذد#الحقيقى 
أ حفیقی ١‏ لصفر »چ »+ *» 0 م 0 
a a‏ " كميه عير معرهه " فان الداله لا يكون لها نهايه عند ` 
صفر 

۴ _ __صفد كمية غير معينة تستخدم النظرية التالية 

صفر 

م : 
۽ ا 

oO #‡‏ ڪن 


ا( 


منئدک وجه الرباضبات )^( اعدا ۴ عاو 


1 كر التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 


نظرية ( ۳ ) : إذا كانت د» ق دالتين فى المتغير س 
وکانت د ( س ) = ق ( س ) لجميع قيم س فيما عدا عند س = ٠‏ 
وكانت : ناق (س) لهاوجود 
فان :نها ر (س) = ناد ( س ) 


تستخدم هذه النظرية لإيجاد نهاية دالة كسرية جبرية وفيها نختصر العامل الصفرى 
( س - إ١‏ ) فئ كل من البسط والمقام ويسمى عن طريق عدة طرق : 
منها (!) التحليل (!!) القسمة المطولة › (!!!) الضرب فى المرافق e‏ 


مراجعة على التحليل ‏ يراعى أولا إخراج العامل المشترك الأعلى 
الفرق بین مربعین : س ٩=‏ =(س-۳) (س+۳) 
الفرق بين مكعبين : س ( ل =( س - ؟ ) (س'- ؟ س + ٤‏ ) 
مجموع مكعبين : س" + ۲۷ ےا( س + ۴ ) (س؟ +۴ س )٩‏ 
المقدار الثلاتى : إذا كان معامل س ١=‏ 
س' + ٭ س + ٦‏ = (اس + ۳ )( س + )٢‏ 
س' + ٥‏ س - ٦‏ = ( س ۱ )( س ٦‏ ) 
س' - ٦‏ س - ۱١‏ = ( س ۸)( س + ؟) 
إذا كان معامل س ± ١‏ 
۴ س' + ۱۱ س + ٦‏ = ( س + ۳ )( ۴۳ش + ؟) 
۲ س ہ٥‏ س + ۲ = ( ۲ س ١‏ )( سد" ) 
۳ س + ۷ س ۔ ٦‏ =( س + ۳)( ۳اس - ؟) 
۳ س' ‏ ۱۷ س - ٦‏ = ( س - ٦‏ )( ۳ش +۱) 
المقدار الثلاثى المربع الكامل 
س' + ٦‏ س + ٩‏ = ( س + ۳ ) ' 
۵ س ٤١‏ س + ۱١‏ =( ۹س٤‏ )' 


مدرک توجبه الرباضبات )٩(‏ إعباد ١‏ /عادل ل93 ل 


أمثلة : أوجد كلا مما يلى : 


مثطاال : نھ ےا 'س+؛_ 
® س ۱ س + ٥‏ 
هھ الخ ل 
x۴ ٤+ س٣‎ ٤ `‏ 4+1 ۷ 
بالتعويص نجان : نها ET‏ 2 
س س س + ° 
٣‏ س + ٤‏ 
مت ۲ال 
س ک' ۱ س + ۱ 
الخ ل 
© ® 
بالتعويض نجد ان :ر ر 
نھ "س+ئت د ؟<×(-ا) دا كمية غير معرفة 
س سے ۱ 


س + ۱١‏ 1+۱1 3 
الذالة ليس لها نهاية أو النهاية ليس لها وجود 


f. 
: إستخدام التحليل لإيجاد نهاية دالة عنداتقطة‎ 


مثش"ال؛ نه 1 س - MM‏ 
س سے ۲ س ۳ ® 
الح ]نل 
بالتعویض عن : س = ۳ نجد أن : د (۳) =( ") -1 = صف غير معينة 


ں۲ ۽ سا-٩‏ _ ( سے٣‏ ) ( س +۲) 
س ۲ ( س ۳( 


١ =) ۲ + (س‎ = 


ف ال اا س س ١+‏ 
س سے ۲ س - ۲ 
اا 
۰ 
بالتعويض عن س =۲ نجدأن: د(۲ ) -(') - اال ك غير معينة 


0 F-4 
نھ سال | ( سا ) (س-۳)‎ 
_ س سه س‎ 


™ كرة التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١١‏ 
مثه‌ال: نھ ا 
واد س + س ٦‏ 
الد ل 
٠ ®‏ 
بالتعویض عن س = - ۳ نجد ان 


> _صفر‎ ۳×۳٣ ٩ = د(-۳()‎ : 
® 


۳۹ صقر " "ˆ 
س + ٣‏ س 


۳ 
aE EEE EEE a W BA‏ =له ا س ( س ( 
س > ۔ س + س ١‏ س ے۳ ( س ۲ ) ( س ٤‏ ) 


س = ۳ 
= له “mm‏ - = — 
° 


س +۲ (س-؟) 


إستخدام القسمة المطولة جاد نهاية es‏ 
٦‏ 
ابال + اف اا 0 س + س 
س ب ۲ س' ‏ ٤س‏ + ۳ 
~N‏ 
I++ xf—'Y‏ : 
بالتعویض عن س = "۳ نجد أل :د ۳( = !ا کک اة ج صر 


F+FxXé— TF‏ صفر 
٠.‏ ( س - ۳ ) عامل مشترك بين البسظ والمقام ( العامل الصفرى ) 


باجراء قسمة مطولة للبسط على ( س/-١)‏ " لصعوبة تحليل البسط " 


س" - ٤‏ س؟ + س + ٦‏ 


س ۲ 
۳ ۳ ؟ ؟ 
٣س‏ - ٣س‏ س ٠‏ - س ۲ 

س؟ + س + ٦‏ 

~ ۴ 

س؟ + ٣‏ س هھ 
٢‏ س + ^ 
> س + ٦‏ 


9 نے ل ال اا aa‏ 
س ے٣‏ 


( س ۲ ) (س- ۱١‏ ) 
مث۷ ال : نھ ا س - ۲س ١+‏ 
س ۱ س +۳ س ٤‏ ۱ 
منذدک توجبه الرباضبات )١(‏ اعرا ا عاو 


™ كر التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفص الدراسى الأول ٠١ ١‏ 
ااه لا 
بالتعؤیض عن س = ۱ نجد أن : د )١(‏ = صفر 
هھ صفر 
یں ۱ ) عامل مشترك بين البسط والمقام ( العامل الصفرى ) 
يمكن استخدام طريقة مبسطة لإجراء القسمة بطريقة ( القسمة التركيبية) 
)١(‏ نكتب معاملات المقسوم مرتبة تنازلياً وتساوى 
المقسوم علية بالصفر للحصول على قيمة س كما بالشكل 
(۲) أترك أول معامل ثم أضرب المعامل الأول فى قيمة س 
وأکتب الناتج أسفل امل الثانى وأجمع 
)۳( کرر عملیتی عمليتى الصَرب والجمع 


نجد أن معاملات خار هنج . ١‏ سا ٢‏ 
على الترتيب فإن خارج القسمة هو س" - س - ١‏ 
® 


( س۳ر )١‏ (س س - ۱) سا 
سے۱ (سا)(س٤+٤)‏ ے ١ال‏ 


۳ 
اال : اا س - ۷ تس ۳ا 


س س ۲ س - ۸ س ٤+‏ 
الح ل 
بالتعويض عن س = ١‏ نجد أن : د ٦+١١ ×۷ ')۱( )١(‏ _ ے صفر غير معينة 


اا 0 ٤×۸‏ صفر 
ر القسمة بطريقة ( القسنماة التركيبية) 


.نھ( 7( س + ۲س -۳) ٠+١‏ -۷- 
( س -')( "س -؟) 


نے 
5 (س' + ۲س - ۳ ) 
س ہے ۲ ( س -؟) 
(٤ + °(‏ _ © 
٤۹٢٩٠٩٠٩٠٩5٩۹7 )-١(‏ 


منئړک وجه الرباضبات (') اا ان 


1 كر التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 


الضرب فى المرافق : 
إذا وجد فرق بين جذرين تربيعيين لمقدارين جبريين ( فى البسط أو المقام أو كليهما ) 


® . ر 
نضرب "كلا من البسط والمقام فى مرافق (فى البسط أو المقام أو كليهما ) 
ڃ 


مث ۹ال :نھد ا 


س > ` س+ ٩‏ - ۳ 
EE‏ 
e‏ ع 8 ٗ1 ¢ xX‏ » » 
بالتعويض عن س(= ٠‏ نجد أن : د(٠‏ )- (') + ؟* صف غير معينة 
۳٩۹٩س‏ صر 
@ 
١‏ © ع 
بالضرب بسطا ومقاما × مرافق المقام : | س+ ۹+ ۳ نجد ان : 
: ۽ س س + ؟ )( ]س+ ۹+ ۳) 
o‏ ر و90 7~ 
ıt =(+ T+ )( +°) =‏ 
مث١اال‏ :هړ ن سک 
س + ۲ 


٧‏ س+-۱ ؟ 
n a‏ 


۳ 
بالتعویض عن س = ۳ نجدان : د (۳) = 


س؟ + > س 


| ۲-1 ° 
بالضرب بسطاً ومقاماً × مرافق المقام : | س+ ۱ + ۲ نجد أن : 


نھ (ک اس ا ۔ رچ + 


٠: 


أ ؟ 
مٹااال: نھ( ٠‏ گے ل ) 
س س ؟ س ۲ س ١‏ 
1 


بتوحيد المقامات نجد أن ٠‏ 


س س ۲ 


منئرک وجه الرباضباے (۱۳( إعداد ١‏ /عادل 2 ل 


بالتعويض عن س = ؟ نجد أن : د (؟ )= ٠‏ ۲ ۲ -؟_ صفر_ 
6 ۰ 
+ ۱ 
:ر (س کر ؟)( س٣‏ ا) ys‏ 


3 س س ۲ س C‏ 


e = إذا كان : نا #1 ؛ فإن : م‎ )٥( 
۱١ + س‎ e 


———————————————————— ا e‏ كأ—أ— _ ل 


إختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
)١(‏ نا ( ٣س‏ - اس) © ۸ © 7° @ 6“ I@O‏ 


( نے اا ©0“ ©@-~ @ O‏ 
(۳) نھ س دسا مې د م " @-۱ @ ° 


س ے۳ س '+س۔ ۱۲ 


() ن _ ان٠‏ ص ٦۷‏ @ $ غيرمعرفة 


سس س ` 


a mer‏ ©0 0 ۳ @ 3 .0 غیرمعرفة 


۲ 
س ہے 1 ۲ Tt‏ 


ندرک وجپه الرپاضبات (۴) إعراد | e‏ 


ا 


ن كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١١‏ 
أجد كلا مما يأتى : 


ج 
ه4 


حھے 
د1 
حھے هھ حھے ھے 


< ھے ھے 
e 4‏ کے > » کے 


حح 
کک 


منئرګ توجپه الرباضباے (۱٥‏ إعراد ١‏ /عادل ل2 ل 


a 


|5 $ 1%61 
كرذ التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ الة : 
تصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ١ ١‏ 


> س + ۷س + ° 


نها 


س ۱ ۳س + ٤‏ س ١+‏ 


. 
س س' ‏ ۸ک لپ ١‏ 
نھ ا E‏ 


س + س'- ۳س + ؟ 


9 إعداد ۲ /عاول‎ )١'( 


2 2 
۰ ب ۲-2 
نھ ااي ا xX‏ ۱ لکل: رہ٣۴‏ د حح ۰١١‏ 
س + ٠۱‏ @- ن 
۰ س + ۳۲ ۳+ Yt‏ فة 
مثشاال :هم اظ _” لل = الل د١١‏ '"معرفةه'" 
س س ؟ س f ۲ ۳٣‏ ۳+{ 
: 
A1 ۳ 8‏ *« »چ ۾ »+ 
N AD IK‏ ا کمیه عیر معرده 
س ب AU ۲٣‏ 1 ۳-۳ صدفر 
ر = 
س س ؟ س 4 
الح اد ل 
بالتعویض نجد أن : د ( ٣‏ ) - ٣۲ا‏ ^ ے صفر كمية غير معينة 
- ؟ صفر 
۷ ۷ 
س د ٦ ۱-۷ ١‏ 
.. المقدار=أله ا .=۷ ) = "o xXx“‏ 
س س ۲ س ۲ 
۳ 7 
مثذ٤‏ ال :هه ا س ٣‏ ٤ا_‏ 
ف ج س + ٤‏ 
الد لل 
بالتعويض نجد أن :د (_ ٤‏ ) _ أ" ٤"‏ _صفر اهر معينة 
&tاé‏ صر 
۳ ۳ 
.المقدار نه س -(-؛) 
تا ک٤‏ 
س ٤-٤‏ مم ( ۲ 
4A = )(٤-(×۲ = )(٤-(×۲ =‏ 


منئړدک توجبه الرباضبات )١(‏ إعراد ا/عادل 


مذ كر التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسی الأول ۲٠۲١‏ 
اسا اس ال ا اا ااا ای ا ل لا ااا ا 
مثه‌ال :نھ ا س - ١٩اه‏ 


س ے٥‏ س _ © 


اله ل 
(5۷( - 2 
اه ا ص 


\Vo="o x =` (8|) x المقدار ثوا -(0)_ ل‎ 
) ٥ ( س‎ (nv س‎ 


@ 


® 
بالتعويض نجد أن :د (/ا٥‏ ) = 


٣ 
۴ 
1 
tif 


بالتعويض نجد أن : د (- ) = 


عندما: س ے ۔ ٣۲‏ فان م۲س ے- ۳ 
: 


.٠‏ المقدار = : 9( 2_1 ×(۔-۲) صد 
اس ' -(- ۳( 
٤‏ 
مثاال :نھ 1 (سص+2) - ١٣۹‏ 
س سه ۰ 
حح للل 


٤ 
“Ç0 — © + » ۰ 1 ٩ 
٠۲۰ - ')٩+۰( التعویض نجد ان :د(‎ 


باضافة : (+ ° . - )١‏ لمقام 


وار : 
صفر ھ هھ 4 
® 
> وعندما: س > ٥> )١+س(:نإف ٠‏ 


')٥(- )٥+س(‎ 


2 المقدار ا 1 


س سے ۰ ( س + ٩‏ ) ° 
٤ ٤‏ 
_ ۳ 
(س + 2) -()_ ۽ × ٥ہ‏ ...ەه 
س٣٥‏ ے ° (س + ٥)-ه‏ 


منرګ توجبه الرباضبات (۱۸) إعراد ۲ /عادل ل ل 


. ن كرة التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١٠١‏ 


مثذأ/ال :زه ا (س-۹) - ا 
س سے ٦‏ س ٦‏ 
4 ا 
۷ 
® “° ۱ 
بافهويض نجد أن : د (») - ('- ”) - _- سد كمية غير معينة 
٦_٦‏ کڪ 
بوضع: ( = )١-١ -( = )٦‏ بالمقام » وعندما: س > 1 فان : (س - ° ) ۱ 
۷ ۷ 
(س-٩) )١۱(-‏ 
المقدار کن “٠‏ ا 
e `‏ 
_ اف (س)-(€) بے 
e‏ ر 
ه _ 
مثذا١ال‏ :زه ا (سٍ ف) اا 
iS.‏ و 
ال ل 
6 ۷ ۷ 
٤ : - (° ×‏ 
بالتعویض نجد أن : د( ٠ ۳ ( _ ٢‏ * ز) > ل _صفر كمية غير معبذة 
> 


بالضرب بسطاً ومقاماً × ج › إضافة ( + س › د س ) بالمقام 


> وعندما: و ے١‏ سے ١و‏ ے۰ '. (اس + ٥‏ و ) > س 


۷ ۷ 
المقدار نھ + (س+٥و)‏ ګ(س) 
و ۰.4 (۳ و ) + س ماش 
۷ ۷ 
© ۰ (س + 9و ) -(س) ٥‏ ۳"0 1 
= له ا = چ × ۷ ×اس ڪا 
س +۹ و سے س ( س + ٩‏ و ) - س 


منئرګ توجپه الرباضباے (۱۹) إعراد ١‏ /عادل ل2 ل 


() : (س+ا) ۱ _ 


سس ےه ۰ س 


() اذا کان : تھا ۲ حك =۸ فإن: ل 


س - لك 


إختر الإجابة الصحيحة من بين الأجابات المعطاه 


> 
O “4@ 1x O "© ن سا‎ )( 


س سے ۲ 


(۷) نھ علد مه © ؛ @ -° 0© 


س ے۱ س + ۱ ® 


) ن نغ نے © ۷س' @) صفر @ ۱ 


ھ سه ۰ 
1۳ 
س -۱ ۱۴۳ ۱۹ ۳ 
۹ 
نس گب من لا کا ھا م ٣"‏ 


منړک دوجبه الرپاضبات (۰) 


1 كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١٠١‏ 


حھے 


۴۲ س ۲ 


> 
° 


7 6 
۸ س" ۷؟ 


TEE 


۸ س'- ۳۳ 
٢س‏ ۴۷ + س-۴۷ 


ا 


س +۱ ۱۲۸ سا +۱ 


نها 


_ 
کک 


م 
4 


> 


چ 
° 


کے ح e‏ 
ج » هه "e o‏ حح o e‏ 
٣‏ ۰ ۰ ۰ ۰ | 
» 
ج ج ج e‏ 


منئرګ وجه الرباضباے ۱( إعراد ١‏ /عادل ل2 ل 


a 


1 ¿ كرة التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١١‏ 


Y © 


(۱+ ۳ س)"-۱ 


>“ 


٤‏ س 


e 
mg 


| 
5 « « 1 « 1 چ « « « 
e 4 -& 4 ¢ ¢ ` ` 3‏ 
گے ت € Oo‏ کک گے ت 


منئړک وجبه الرباضبات (۲؟() 


ےا س ۱ 
س۱ ل س +۴ -؟ س" - ١‏ 
® 


6 س + ۱ س '' - س 
(٤٦‏ ھن إ| َ_ 


۴ - س - ؟ س" - س 


١‏ (س - ؟۳) 
Xx ۷‏ 
با ٠ ۹ ˆ٤‏ 
۶سش | س ۳ ٤‏ 
6۸( نها E‏ 
س ٤‏ س سک 
س + ( ' - ۱ ) س ا 
٩۹‏ إذاكانت: نه (أ- سء أوجدقيمة: ٠‏ 
س +۱ ۶ س ۱١‏ 
/ هھ 
۵ _ 


أوجد: نها د(س) > نهاد(س) 
س سے ٢‏ س ےه ° 
۸ ۸ 
: ۰ بع ك 
١ه‏ ) إذاكانت: نها ٩ = E‏ اوجد فيمه : ‹ 
س + ۱ 1 1 
س ل 
د ( س )"۳ 
۲ ) إذا کانت : د (س ) = س ° اوجد : Tr‏ @ە(س) - (١‏ )_ 


منرگ وججه الرباضبا (۲۳( إعداد ۴ /عاول 2 ل 


1 كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 


نهاية الدالة عند اللانهاية 


+ 2 8 + هړ مړ **٭‎ + + + o. 
دا كانت د ( س ) تقترب من فيمه حقيفيه معينه ( ل منلا ) عندما تقترب س من اللانهايه‎ 
+ 4 ® 4 
فإننا نقول أن الدالة لها نهاية‎ 


ونعبر عن ذلكارمزياً بالصورة ناد ( س ) = ل 
س سه هه 
> 
“e‏ ۱ 
نظرية(٠‏ : ي1 ١٠‏ _- 
ء 
س 0۲ہ 
® 


)٠[-جد‎ ٠: حيث‎  رفصخ‎ 


! 
س سه مه س 
® 


نتيجة() : نها 4= صقر حيث ٠:‏ دج-[ 3)٠‏ دح" 


س سه 0ه س 


® 


تستخدم النظرية ونتائجها فى إيجاد نها د ( س ) حينما 
س — 00 
( ۱) تكون الدالة د على شكل کسر جبرى 
(۲ ) كان التعويض المباشر يعطى مح أ 0 م 
وذلك بأن نقسم كلا من البسط والمقام على ( س ) مرفوعاً لأعلى قوة “ فى مقام الكسر 
> أما إذا أعطى ( م - » ) فنضرب فى المرافق أولا 


ثم نقسم كلا من البسط والمقام على المتغير ( س ) مرفوعاً لأعلىقوة ( أس) فى المقام 


منئرک وجه الرباضباے )(٣٤(‏ إعداد ١‏ /عادل 2 ل 


مذ كرة التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ٠٠‏ 
أمثلة : أوجد کا مما یلی . 


۳ س"‎ ٥ 
RE a مثهال :نھ ا‎ 
۲ س ب‎ 
۲ ج س‎ 
الد للل‎ e 
& 


بقسمة كلمن البسط والمقام على س" 


2 ھ_ ا م 
0 المقدار = ني أ س = = 
ڪا ي 
® س 


مثاال: نھ ا 4 س + 


س سه مه 
س - ۷ س 
j Eee‏ 
. » ۴ مه 4 ® ۳ 
٦ "® _‏ 
٣ ١‏ © » 0 
المقدار ان ن لے یں _ ۳-١‏ ےہ 
د yy KEK‏ ۷ ۷ 
س ' 
س کا 
مثش٣ال‏ :زهھ اال 
س س 00 س - ۷ س 


بقسمة كل من البسط والمقام على س" 
٦ ۳‏ 
TFT‏ 
س س 
واا ا = = صر 
س س 0ه V۹ VN‏ 
س 


منئرک وجه الرباضباے (۰) إعداد ١‏ /عادل 2 ل 


ت 


كر التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١٠١‏ 
N N E A‏ | ا ا 


E So a E 


i 
س سه مه س - س‎ 
ا‎ 4 
بقسمة كل من البسط والمقام على س"‎ 


° ۲ 

۹ س۔ س ٣‏ سم 
.. المقدار = نه ل لل سے ۹× ۹-0 +ہ_ 0 
س 0 ١ aS‏ »۱ ۱ 

س 
.. ليس للدالة نهايه ( اكبر اس فى المقام ) 
= ۲ ) ( ۳س + ۱ 
مثه‌ال : ذا ( سپ ؟)( "س +ا) 


س ے م ( کش + ۳) ( °٥‏ س" )۱١‏ 
کاله .ل 


+ + 2 
بقسمه كل من البسط والمقام على 0" = س × س = س × س 


® 
۲ ۱ 
المقار ۔ تھے س ل( (1- ۰+۳0 ٣‏ 
سم (4+=)() _( 4+ )0-07 ` 


3 ۸س + 


بقسمة كل من البسط والمقام على س = ۷ س" =" ۷ س 


۸+ س“ ۸+ 
المقدار - زه ل ١ا‏ __ - ا۷ل 
س e‏ دد ۹ - س“ 7-7 +۲ 


منئړک توجپه الرباضبات () اعدا ۴ عاو 


مث ۷ال :نها ((س* س ۷ا س؟۔-۱) 
س سه 0ه 


® أ ا 
® 
.د 0( = 00 __ M0‏ = كمية غير معنة 


بالضرب بسطا ومقاماً × المرافق نجد : 


د(س) = ( ایس - باس ب( م ٢‏ اا 


( س؟* س + | س" ۱ ) 
0 + س - (س؟ ١+‏ )_ 
س س 0ه ( | س؟* س۔ + | س؟۔ ۱ ) 
ن کج س -ا) ‏ _ 
س س 0ه ( ,اس س + ,| س ۱ ) 


بقسمة كل من البسط والمقام على س4= س" 
® 


.نھ ١‏ - س لعل ١ےا‏ 
اس +لا+ س ااا ا 


منئړرک توجبه الرپاضبات (۷) إعراد | e‏ 


(6 نھ _ " ك ەە 
س س 00 سر 

رم نے ۷ .0 

س + بس-٥‏ 
(۳) نھ ا س + ٥‏ سے uae‏ 

س ےه م ۳ سس ¥+ س + ۸ 
(5) نها( ا n = CYS‏ 

س + س 
)٥(‏ نها ( ۳٣س‏ + ۷س - eT = ) ٥١‏ 


إختر الإجابه الصحيحه بين الإجابات 


)١(‏ نھ ت = © ° © ۲ @ ° )م 


س س 00 س ۲ 


 @ ۰ @ ١ © 0 _٣ ٣سا نها‎ )١( 


س + س+!۲ هھ 
۲(1 ۳ 
)۳( ہ0 0( ې ۽ © @ ضفر ى ٣‏ 


ھ سه 0ه ۳س ' + ۷س 


۲ ١ - ۸ ag ئ(‎ 
NRO FO 0 w0 


ا -۷ 
e el ۴‏ 
مننړک توجبه الرباضبات (۲۸() اعړاو /عال 1 


ل 


أوجد كلا مما يأتى : 


° 


_ 
کک 


« « « 
« « 
Oo کے‎ 


منړک توجبه الرباضبات 


نا 


و 


مذ كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١٠١‏ 


(۷س - ۱ )(س' ٥+‏ ) 


(س+٤)(‏ س - س ) 


( ۲ س+9)(س-۱)(س+ ؟) 


س( س ٤‏ )( ۳ س+ ۱ ( 


1 ¿ كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١٠١‏ 


هھ 
هھ 


(؟س +( ' ج 
f‏ 


ه4 
€ 


4 4 4 4 
O0‏ کک گے 


ه4 
o»‏ 


م 


س ٣‏ € -)' -۷س' 


ه4 
حح 


= 


أوجد قيمة ك إذا كان : - 
كس + ٣‏ س 

اه ا کا 
س + 0ه ٤‏ س + ٦‏ 


TVxcH ox 


° 
° 
° 


e ا‎ Vx ۹ 


7 4 € 
» کے » 4 e‏ € 
5 0 ص 


3 


= ) إذا كانت :د (س‎ ) ٥ 


: وکانت نهنا د ( س )= ٤‏ 
س - پا س س س 0ه 


> نها د(س )=۳ أوجد قيمة كل من : "| › ب 
س س ؟ 


منئرک وجه الرباضباے (۳۰( إعداد ١‏ /عادل 2 ل 


1 كر التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١١‏ 


نهاية الدوال المثلثية 


+ ٭ + 7 
كلا من|: حا س » حتا س معرفه لجميع قيم س د حح اما طا س معرفه لجميع 
® 
قیم س 3 بادا عاد س ¬ ا ا رہ د کرہے ق غير معرف 
)١(‏ نھ اجا س = | : C3‏ 
س س 


ض 
)١(‏ نهو فس = ' < C3?‏ 


€ 
+1 
(۳)نھاطاس د .+ ا م )ر 3ہ 
س + ۱ 
نظرية: نه حاساک ےم ( حيث س مقاسة بالتقير الدائرى ) 
س سے ۰ . £ 
نتيجة )١(‏ : نها _ ا دلا (حيث س مقاسة بالتقير الدائرى ) 
u‏ ® 
e‏ م » حا % + 0 مې *٭ ٤‏ 
نتیجة(۲) :نھ حا = ا ( حيث س مقاسه بالتفير الدائرى ) 
eT‏ ج س : 
طا 
نھ اك = ل (حيث س مقاسة بالتقير الدائرى ) 
س ے۰ ب س : ق 
نھ ۔ نھ فج 
ے جا س س جا س ٠‏ ' 
س 
e‏ 2 : حاٴ س حا ' س 
نتيجه (۳) :له ا ¿ ا ا 1 = ل( 
نن ے س س س 
نها 


س سے ۰ 


مننړک توجبه الرباضبات 


مشاال: 0 : حا ٥س‏ ے ی @g‏ نھ غاس م 
نھ ا س 


س 
® 
:0 ظا ٥‏ س _ مه 
مدای (© نا 
ورا س 
جا 
: سل ۲ . 
س + . 
حا ٣‏ س حا ٣‏ س" 
مث ٣ال‏ : : © نها = نها 
س چ 0 e‏ س" 
3 ظا سل : ظا ه٥‏ س ۲ 
© | =ن | ) ( Yo‏ 
n‏ ® س س 


حاه 
منه ال : نھ ا 
۳ ظا ٤‏ س 
ا 
eS‏ 
بقسمة كل من البسط والمقام على س ينتج 
سے ۹ ۰ حاه٥ہ‏ س س EO E‏ 
له ا * Kn r KIS‏ 
س ےه ۰ س ظا ٤‏ س هھ 
مث١‏ ال :نه ا ا ا اا 
س سے ۰ ۳ س ۔ طظاس 
الد للل 
بقسمة كل من البسط والمقام على س ينتج 
س جا اس 
کک 
| ت . + ؟ س 
س س 
اس اپو 
منئړګ توجبه الرپاضبات (''( 


1 كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 


مثاال :نھ ا ٦س‏ +۳ حا ۲س 
سل س ۰ ہ س' ‏ طا ۳ س' 
i 4‏ 
7( + 
بقسمه كل من البسط والمقام على س 


۲ 
٦س‏ جا اس ۲ 
۰ س + ۲ ا 5 4x۳ + ٦‏ = ۹ 
س ےا ەس ظا ٣س‏ هھ _ ۳ 


كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 


1 
مثذااال :زهھ 1 جتاس 
س س ۸ ظا (۲ س - (T‏ 
ا 
هھ 
س [o‏ چ س ٦ا‏ ے ۰ 
- حا (س - ) - حا (س م ) ي (س-= ) _ ا 
x 3= —‏ ۲ س 
س۔ ۳ے . ظا ۲ (س -۳) (س -۳) اشاس -@ 
® ۲ ۲ 
: | جاس 
> ( ۲ - س ) 
ا 
بوضع ص =۳ - س ٠‏ س = ا1 ص 
کح ۲ ® ۲ 
وعندما as‏ ص سے ٠`‏ 
١-جاس‏ | ۔ جا( ۳ ۔- ص) 
س3 )7 ~o‏ (ص)' 
۲ س ) ® 
| جتاص 
= نھ اا 
_ ( ص ) 
| ۔ جتا ص | + جتا ص | - جتا' ص 
: ص" (۱ + جتا ص) 


ص" (۱ + جتاص) ص 
۱ 
! جا 
YY CES gg E‏ .- 
ص ص س ۰ ص سے ۰ (۱ + جتا ص) 


ص 


إعداد ٣‏ /عاول! 


منئړک وججه الرباضبات 


1 
٤ 
Oo 
ج‎ 
¢ 
a 


7 0 
(*) نها ( ۳ س قتا ۲س) = 0 
س ه۰4 
س لال = 
إختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات ١ل‏ 
س + جا ٣س‏ 


١ @ 3 © ° @ e 7 —40(‏ () صفر 


سل سے ٠۰‏ 


جتا ٣س‏ جا ۲س ۱ 
۱١ © O <=‏ @ ۰ @ + 
® 


“س 


١(‏ )نها 
ep‏ 


( )نها 


ھ س 7 ]7 = ھ 


کے امن چنا س 0 0© - @ ۰ )غير معرف 


س o‏ 
مننډک ډوجبه الرباضبات ) 2 ( اعرا /عال 1 


1 ¿ كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١٠١‏ 


أوجد كلا مما يأتی : 


ےے 
کد 1 


س حتا ۳٣س‏ + طا ٣س‏ 


حح 


س ٠١‏ ر٠‏ ٣س' ‏ حا؟>س 


حح 


« « « « « « « « « 
حح ھے حح 


منئړک وجپه الرباضپاے ۳٣(‏ إعراد ۲ /عادل 9 ل 


حر 


1 ¿ كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١١‏ 


٤‏ س حتا؟ س 


) ۱ +؟س) طا٤‏ س 


؟ س" + حا؟ س" 


س“ - طا" > س 


منئرک وجه الرباضباے )۳۷( إعداد ١‏ /عادل 2 ل 


1 كر التفاضل (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١٠١‏ 


ذهاية الدالة المحرفة بأكثرمن قاعدة 
نظرية : 
الدالة د (س ) توول للنهاية ل عندما س ه ‏ إذا و فقط إذا كانت نهايتها اليمنى 
و الیسری عند ' موجودتین و کل منهما تساوی ل 


أى أن :نهنا د (س) دل إذا و فقط إذا كان :د ( ۲ ) دد( )دل 


ہسں سے ` 


ملاحظات ° 
# إذاكان : د( )د( )دل فإن:نهماد(س) =ل 
۰ 6 » + 
و بالعكس إذاكان :نها د (س ) دل فإن :د( )=د(م )دل 


ہس ٠۰+‏ 
عند إيجاد نھاية دالت عندما س ے ٠‏ يراعى الآتى : 
هه إذا كانت قاعدة الذالةامختلفة على يمين و يسار مباشرة يجب بحث كل من 
النهاية اليمنى و النهاية اليسرى للدالة ثم مقارنة النهايتين " إن وجدتا " 
أما إذا كانت قاعدة الدالة واحدة على يمين و يسار مباشرة فيمكن بحث نهاية 
الدالة مباشرة دون بحث النهاية و النهاية اليسرى 


إذاكان : د( )د( ) فإن :نها د (س) ليست موجودة 
ہیں سے ٠‏ 


< إذا كانت الدالة د معرفة على [ › ب ] أو ٠  ]‏ ب [ فلبحثانهاية الدالة عند | نبحث 
® 
النهاية اليمنى فقط و إن وجدت تكون هى نهاية الدالة عند" و.لبخث نهاية الدالة عند ب 
نبحث النهاية اليسرى فقط و إن وجدت تكون هى نهاية الدالة.عند ب 


أوجدركلاً من : 


| ۳ ۱ عندما < ۱ 
متاال: إدا كانت : د (س ) د عندما 2ا 


© نهادر(س) ن ناد ر(س) 


منئړک توجبه الرباضبات (۳۸) 


1 كر التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 


آ ا 
00 الدالة لها نفس القاعدة على يمين و يسار س =. و هی : د ( س ) =۲ س + ۱ 
تنهاد(س) = نها( ۲س +ا) =× ۱+۰ =۱ 
۰ 


٣" ©‏ الدالةلهاانفس القاعدة على یمین و یسار س = ۳ و ھی :د (س )= ٥‏ س 
٠‏ لهاد (س ) = لھ ا(٥‏ س) = »۳ C=‏ 
5 س + ۲ 


٠ @‏ قاعدة الدالة على يسار ١‏ تختلف عن قاعدتها على يمين ١‏ 
". يجب بحث كلا من|النهاية اليمنى و النهاية اليسرى عند س = ١‏ 
د ( ۱ ) د نھ پا( ۳س + ٤۱+۱١ ×۳ = )۱١‏ 


® © . -_ ۳ > ® 
د(۱ )= د(۱ ٤=)‏ . لهاد (س ) ٤=‏ 
® س +۱ 
(سا+) ۹ عندما س < ٠‏ 
مث ال: إذا کائت :د (س ) = ا 


أوجد ن ھا د (س ) 
ہں سے ` 


او 
د( )ا ا( ا |( + )٣‏ ۹ 


> د(۰ )=نهاد (س ) = نپا( س+١) ١= +٠‏ 


د(۹ = د( ٦=)‏ . لهاد (س) = أ 


منځړرګ وجه الرپاضباے (۳۹) إعراد E ٠‏ 


™ كر التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١١‏ 


حا ۳ 
3 دما می < : 


مت ال: إذا كانت : د (س ) = سل أوجد نهاد (س) 
هھ حتا ۳ س علدما ہسں > ` ہں ے4 ` 
هھ الد للل 

| حا ٣‏ 
OS‏ س 
> د(۰ )نها حتا ۳ س =۱ 
کے" 
+ . 
د( )34( ) *٭ نھهاد(س) لیس لها وجود 
ہیں سے ` 
o‏ 
کین ۳ سی 2 عندما س ١<‏ 
ث٤‏ ال: إذا كانت : د = س- ١‏ 
مد ل إ لل ۾ 3 ٣‏ ہیں + ٥ہ‏ ا ں2 
لھا نهایه عند و ړل )کد قیمه کل من ۲ 
اا 
ET‏ 6 4 

د (س ) لها نهايه عند س = ۱ ھ د ( ۱ = د ( ۱ ( 

( س + 9)(سں>٣)‏ ہے , 

اا = نها( س+١)‏ 
ہس ۱ = 

ض}+o‏ = ومنها: ` = ۲ 


س | س | ١‏ عندما س <۱ 


هسالد (س) تا س - ۲ عندما بس ابي أوجدنهاد (س) 
| س | 
١‏ 


) اکا ۱= س" ۱ عندما س < ۱ 
د(س = 


۱ > عندما س‎ a 
س‎ 


د(۰ )= ml a EER‏ ا د(۰ )=نه غا د۷d‏ = 


ہر سے 8 


د(۰ )=د( ۰ ) = ناد ڑس) ا 
منئرګ توجبه الرباضباے ( (٤١‏ إعراد ‏ /عارلا f‏ 


1 كرة التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١٠١‏ 


ذهاية الدالة المعرفة على فترة عند أحد طرفيها 
تعریف : 
ر إذا كانت الدالة د معرفة على الفترة المفتوحة  ]‏ › ب [ أو المغلقة [ | ب | 
)١(‏ الدالة ليست معرفة على يسار النقطة ٠‏ فإننا نبحث النهاية اليمنة فقط د ( ۲ ) 


و تكؤن فى هذة الحالة نه-اد (س) »ناد (س) غير متواجتان 
(۲) الدالة ليست معرفة على يمين النقطة ب فاإننا تبح اهاية اليمنة فقط د ( ب ) 
و تكون في هذةالحالة ناد (س) » ناد (س) غير متواجتان 
م @ س -+ ب س ٤ب‏ 
ای ان : ® 
نهاية الدالة عند النقطة الطرفية غير موجودة ويكون للدالة عند هذة النقطة 
نهاية من جهة واحدة فقط [ يمنى أ يسرى ] 
مثاال : أبحث وجود نهايةاللدالة د د (س ) = | س ه٥‏ عند : س هه ° 
الد فل 
د (رس ) معرفة على [ ٠‏ #رت |[ 
. الدالة د معرفة فقط على يمين تنل د ه 
¢ نھ د (سس) = i‏ ی | س o‏ 


س ق ° 
ب د (س ) غير موجودة › ها د (سس ) غير موجودة 
بن ے 
[ لأن الدالة غير معرفة على يسار |١‏ 
TT 3 :‏ 
مت؟سال : إدا كانت الداله :د (س ) = طا ٤س‏ فتا ۹اس > ۽ < س < ۰ 
٦ ( + PD‏ س>. 
لها نهاية عند س ٠=‏ أوجد قيمة  :‏ 


ام 
(E P)q= (*)3 <‘ & eT (۰ (‏ 
٠‏ الدالة لها نهاية عند س = . د(۰ = د() 


۲! = سے(‎ =+ . = (+P) 


مننډک وجبه الرپاضبات )(٤١(‏ 


أوجد كلا من : 
4 ی عندما س > ۰ 


() إذا كانت : د(س ) = س | س - ۱| +۲ أوجد كلامن : 
® 
0 ۰ | د (س) © نھ اا د ( سس ) @ نھ اد (س) 


< 


(۳) إذا كانت : د (س) س وچ تاد من 


س ۱١‏ + < س < ۲ 


0 نهماد(س) ر نپاد(س) نها د(س) 


ہس س o-۰ ٢‏ 
2 7© >- ۱< س<. 
)٤(‏ إذا كانت : د (س) س س+ا١‏ أوجد كلا من : 
س حتا س ے_ > 
ہ س ٤‏ حا س 
ا 
0 لھ اد (س ) © د رسس ) @ 
ہس ے ^٣‏ 


؟ > 
ہہس ب س >> ؟ 


لھا نهاية عند کل من : س =- ۱ س= ۳ أوجد قيمة كل من : 


منئړک وجه الرباضبات )٤(‏ ا 


ت 


مذ كر التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 
اتصال دال عند نقطة 
تعريف : 
® 


اذا كانت الدالة د معرفة على فترة ماو كانت ٠‏ ن تنتمى لهذه الفترة فإن : 
® 
رد تكون متصلة عند إذا و فقط إذا كانت هم د (س ) = د( | ) 
س 


شروط إتصال.داالة عند نقطة . 


تكون الدالة د متصلة عند س = إذا تحققت الشروط الثلاثة الآتية مجتمعة : 
| - الدالة معرفة عند س = ا( أى أن ٠‏ د ( ۲ ) لها وجود 
۽ نها د(س) لهاوجود 
س | 
۴ نما د(س) =د( ۲) 
س + | 
ملاحظة : ® 
یکفی عدم تحقق تحقق شر روج الشروط الثلاثة السابقة لعدم إتصال الدالة د عند 
النقطة س = م فمثلاً إذا كانت الدالة غير معرفة عند س = فهى بالتالى غير 
متصلة عند س = ۱ و لا داعی أن نبحث عن تحقق كۆ الشرطين الاخرين 
® 


مثاال : ابحث إتصال الدالة : د (س) = | س ٣+۱١‏ عند س ١=‏ 
| 


سس ۱ + ٣‏ > س > ۱ س + ؟ > س > ۱ 
د)2 س + ۳+۱ »س ٤ ١<‏ ن > س > 
“د (س) معرفة عند س = ١‏ حيث :د ( ۸)= +١‏ =" 
ET (3>‏ 


س +۱ 
د( ) = لھا (س + ؟) = !۲ 
س 
أی‌آن: نها د(س )= ۲ 
ہس +۱ 


د( )نها د ( سس ) 


منئړرک وجبه الرباضبات ( (٤٣‏ 


ت 


كر التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 


ملاحظة . 
إذا كانت د (س ) معرفة عند ہس = ا pm‏ د (س ) لها وجود ٤‏ 
سے 
3 كانت الدالة غير متصلة 
ا س = ل( لإختلاف د( عن لے د ( سس ) فيمكن جعل الدالة 
سے 
متصلة عند س = بإعادة تعريفها بجعل د (۲) = نا د (س ) 
ہسں 


] 
e >‏ 
°« اس ۳-۹٣‏ _ > س4 ٠۰‏ 
من اال : إدا اتتا (سس ) > 
8 : ¢ ہس = ٠۰‏ 
أوجد فيمة ١‏ شل تجوليد متصلة عند س = . 
الح ل 
د (س ) متصلة عند شش = ٠‏ ..د(٠)=‏ نها د(س) 
ہیں سے ` 
‌ 
وے تھا (اس +۹ ہے (اس ۲-۹٣‏ (اس ۹۶ +۲)_ 
E‏ ر س ١>‏ س ( اس +۹ + ۳ ) 
س ۱ 


n 7۳ mm‏ ڪڪ 
E‏ س س س س سس س س س س ص س س س س س ي س سه سي ج و 


س + ۰٠‏ یس ( اس +۹ ٣+‏ 
مت"٣‏ ال اذا كانت الدالة د متصلة عند ہس ے ۲ ) س = __ ۱ أوجد 
۴۳ شض + ۱ ( س < ۱١‏ 
قیمة کل من : ' ب حیث :د (س ) =ا ' سس + ب › -۱ < س<٣‏ 
س : س > ۲٢‏ 
الخ 
د (س ) متصلة عند س = ۳ < 2 )( = SNE‏ د (س ) 
د(۳ )= د(۳ )= د(۳ ) (۳)' - ۳ = ۳ e‏ =۳ --(( 
د (س ) متصلة عند س ١-=‏ < د 13 = NF‏ د (س ) 


د( ١‏ )= د(۱ )= د(۱ )۰ ۱١+۳‏ =- م + با =ےا--() 
من (۱) › (۳) ر 
منئرک وجه الرباضباے (٤٤(‏ إعداد ١‏ /عادل ل2 ل 


ت 


منئړک دوجبه الرباضبات )٤°(‏ 


مذ كرد التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى | القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١ ١‏ 
٠‏ [ ارين 
١‏ = أبحث إتصال الدوال الآتية عند النقط المبينة : 
® س ۸ س > 
() د (س ) = ہس ۱١‏ علد س ٤=‏ 
۳ > س ٤>‏ 
ین ا > س<؟ 
۳ ¢ © 
(۲) د (س) = ١ھ‏ سن عند س = ) » س = ° 
ن : س > ° 
E‏ 
س £4 ۲ 
۳ )د کو علد = 
)۴ ا )م س 
T‏ 
حا س + حتا س ( ہں چ“ 
؟ + اج > سکم 
؟ - أوجد قيمة الثابت ٠‏ التى تجعل/د متصلة عند النقط المبينة 
س( + ۱ ) سل +۱ ہس £ ۱١‏ 
()د(س )کا سا ٠‏ عند س = ۱ 
ا > سس ١=‏ 
> اس 
> سن م ۰ 
(۲) د (س ) حم س طا۴ س E‏ 
١+ P۶‏ > پا =۰ 
۳ إذا كانت الدالة د متصلة عند ہس = ) ۰»> س = °٥°‏ أوجد 
٣‏ س > س < ؟ 
قيمة كل من : ' » ب حيث :د (س ) =< مس + ب »- ؟< س<ه 
س ٣۲‏ : س > °٥°‏ 
٤‏ إذا كانت الدالة د متصلة عند بس ١=‏ س => أوجد 
س ؟ س <۱ 
قیمة کل من : '› ب حیث :د (س ) = ) س + ب > <١‏ س<؟ 
اس +؟ سک ۲ 


إعداد ٣‏ /عاول! 


إتصال دالة على فترة 


تعریف : 
& چ » » » 4 a‏ 
4( إذا كانت الدالة د معرفة على الفترة ف = ] ٠۲‏ ب [ فإن : الدالة د (س) 
تكون متصلة على ف إذا كانت متصلة عند كل نقطة تنتمى لهذه الفترة 
(٩)إذا‏ كانت الدالة د معرفة على الفترة ف = [ ٠٠‏ ب ] فإن : الدالة د (س) 
تكونَ متصلة على ف إذا تحققت الشروط الآتية : 
م - الدالة د متصلة على الفترة ف = ] ۲ب[ 
©„ 
ب الدالة د متصلة من اليمين عند ‹ أ :د( ) =نها د (س) 
س ے 
ح - الدالة د مذ متصلة من اليمين عند ٠‏ أی :د ( ۲ ) = ذ E‏ د (سس) 
س ے 
ملاحظة . 0# 
الدالة د غير متصلة على الفترة اف = ] ۲ ب [ إذا وجدت نقطة واحدة على الأقل 
مثل ح2 ف ل بحيث تکون د غير متصلة عندها أى إذا لم تتحقق إحدى الشروط : 
- الدالة د غير معرفة عند ح 
ب عدم وجود نهاية للدالة ۵ عند ح 
ح - إختلاف نهاية الدالة د عند ح عن د(ح) 
بعض أنماط الدوال المتصلة ٠‏ 
(۱( دوال كثيرات الحدود : متصلة على ب أو أى فترة جزئية من ح 
(؟) الدوال الكسرية الجبرية : متصلة على ح او ای فترة جزئية من حَ 
ما عدا عند أصفار دالة المقام 
(۳( الدوال المثلثية ٠‏ 
* دالة الجيب : متصلة على ح أو أى فترة جزئية من م 
* دالة الظل : متصلة على أو أى فترة جزئية من ح 
ما عدا عند اأنئط +٣‏ طٍ حیث رہ 53 رہ 


مننډک توجبه الرپاضبات )٤١(‏ إعراد /عاول 22 ل 
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نظرية : 
إذا كانت دې ۰ کې دالتين معرفتين على ف = ] ۲ ب [ و كانتا متصلتين على 


الفترة ف فان كلا من الدوال الآتية تكون متصلة على الفترة ف : 
3 
۶ م +± د (6) د ۰ دہ (۳) ا بشرط ل + ۰ 


٣س‏ + ۱ ۰ - ۲< س<؟ 
متاال : ابحت اتصال الداله د سیت د ری تا 


ہیں + ۳ » )< س <ہ 


الحد ل 
د (س ) مغرفة على [- ۳ › ٠‏ | 
)١(‏ د (س ) = ٣س ۱١+‏ لکل س 3 ] - ۳ › ؟ ]| 
د (س ) كثرة حدود .د (س ) متصلة على ] - ۳ › ؟[ 


() د (س) = سآ +۶ لکل س 3 ] ؟ °۰ [ 
د (س ) كثرة حدود 4.د (س ) متصلة على ] > › ° [ 
® 


۷V =۳ + ٤ = ) د (؟‎ )۳( 


> نها( ٣س )١+‏ =۷ نھنا ( س +۳) =۷ 
س س > ؟ 
نها د (س ) = د(؟) ...د (س) متصلة عند س= ؟ 
س - ؟ 
e »‏ 
)٤(‏ د( ۳)=-۸ < (+m E‏ =-^ 
. د (س ) متصلة من اليمين عند س=- " 
> د( 9 A=)‏ ¢ ے٠“‏ یي ۳ ) = ٩۸‏ 


. د (س ) متصلة من اليسار عند سه 
من (۱) ۰ )٤( › )۳(۰ )٩(‏ نستنتج أن د (س) متصلة علئ [- ]١ ٠۳‏ 


et a_j 


™ كر التفاض (النهايات والاتصال) الصف الثانى الثانوى [ القسم العلمى ] الفصل الدراسى الأول ٠١٠١‏ 


مثفا-ال : إذا كانت الدالة د متصلة على ب أوجد قيمة 


٣‏ س ؟ > س < ؟ 
® » 9 ° 
اکل تین : ٠‏ ب حیث :د (س ) = س + بپ ۰-< س< 
® س ٣۲۹‏ : س > ° 
1 
ٌه“ ك متصلة على ح هه ل متصلة على ہس = ؟ 


د)5 د۲37 )= د۲2 ) 
> ناا( س +ب)= ×۲ ۲-2 + ب =-۸ ---() 


س الا 
OY.‏ 
الداله متصله عند س = ° 
Os Wega e OO‏ 


من (۱) › (۲) =P‏ ۳ > بپ = 


رین 
)١(‏ أبحث إتصال كل من الدوال الآتية على ل 
س + ؟ > سحا۱ 
ا ك( 
٤ _ °‏ س > اس > ۱ 


۱١< سل‎ < - > ١ س‎ 


< س‎ < ٣ ¢ ٢ ہس‎ ۳ 


| + حتا > س »> ۰ < س حا 
۴۳ د ( سس ) = . C‏ 

۱ حا س ¢ > س<> »7 
س ٣‏ ؟ ¢ ہسں جح ٠`‏ 
. د ( س - 

ن کا س 
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(؟) أوجد قيمة لى التى تجعل الدالة د متصلة على بح حيث : 
س 


۳ — 


»> س<؟ 
@ د ( س ) = س ٤‏ 
® لی س ٤‏ > س> ؟ 
® 
سس ١‏ : س < ۱١‏ 
(۳) إذا كانت الدالة د (س ) = | س + ب > <١‏ س< "۳ 


) ہس س-١۱‏ 
5( س ۲ س + ٤‏ 
متصلة على حح أوجد فيمة كلمن : | »> ب 
® 


)٤(‏ أوجد قيمة ل التى تجعل,الدالة 3 متصلة على حیث: 


منئرک وجه الرباضباے )٤۹(‏ إعداد ١‏ /عادل 2 ل 


